
Spé math (terminale) 1 octobre 2025

DS N
o1 : Récurrence, révisions suites et fonctions (1h15)

�
�	I (4 points) Soit 𝑘 ∈ ℕ⋆. On définit les fonctions 𝑓𝑘 sur ℝ, par :

𝑓𝑘(𝑥) = 𝑥2

𝑘
− 𝑥

On a représenté ci-dessous le graphe des fonctions 𝑓𝑘 pour certaines valeurs de 𝑘.
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1. Montrer que le tableau de variation de 𝑓𝑘 est donné par :
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2. Comme le montre le graphique ci-dessus les sommets des paraboles semblent alignés sur
une même droite 𝒟. Quelle serait l’équation de cette droite ?

3. Démontrer cette conjecture.
4. L’une des courbe représentée est celle de 𝑓𝑘0

. Déterminer en justifiant la valeur de 𝑘0.

�� �
II (5 points) Soit 𝑓 définie sur ℝ par 𝑓(𝑥) = 𝑥e2𝑥 − 𝑥2 − 𝑥.
1. On introduit la fonction 𝑔 définie sur ℝ par :

𝑔(𝑥) = (e2𝑥 − 1)(2𝑥 + 1)

Dresser le tableau de signe de 𝑔.
2. Montrer que pour tout 𝑥 ∈ ℝ, 𝑓 ′(𝑥) = 𝑔(𝑥), et en déduire le tableau de variations de 𝑓.
3. Déterminer l’équation réduite de la tangente 𝑇 à 𝒞𝑓 au point d’abscisse 1.



�� �
III (4 points) On considère la suite (𝑢𝑛) définie par 𝑢0 = 1 et pour tout entier naturel 𝑛 :

𝑢𝑛+1 = 1
2

(𝑢𝑛 + 𝑛 + 2)

Démontrer par récurrence que pour tout 𝑛 ∈ ℕ : 𝑢𝑛 = 1
2𝑛 + 𝑛.�� �
IV (7 points)

On considère une suite (𝑢𝑛) définie par 𝑢0 = 115
et la relation de récurrence suivante pour 𝑛 ∈ ℕ

𝑢𝑛+1 = 0, 4𝑢𝑛 + 120

On note 𝑓 la fonction affine donnée par

𝑓(𝑥) = 0, 4𝑥 + 120

On a donc pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛).

1. Sur le graphique ci-dessous, le graphe de la
fonction 𝑓 est représenté ainsi que celui de la
droite d’équation 𝑦 = 𝑥.
Représentez sur l’axe des abscisses et sans
faire de calcul les termes 𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 de
(𝑢𝑛).
Emmètre une conjecture sur les variations et
la limite éventuelle de (𝑢𝑛).
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2. (a) Démontrer par récurrence que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, on a

𝑢𝑛+1 ≥ 𝑢𝑛

(b) En déduire les variations de (𝑢𝑛).
3. (a) On considère la suite (𝑣𝑛) définie pour tout entier naturel 𝑛 par 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 200.

Montrer que (𝑣𝑛) est une suite géométrique dont on précisera la raison.

(b) Exprimer, pour tout entier naturel 𝑛, 𝑣𝑛 en fonction de 𝑛.
(c) En déduire pour tout entier naturel 𝑛, l’expression explicite de la suite (𝑢𝑛).
(d) Déterminer la limite de la suite (𝑢𝑛).

4. On cherche à faire un algorithme qui affiche le rang à partir duquel on a 𝑢𝑛 ≥ 199. Un
seul des algorithmes ci-dessous renvoie le bon résultat lorsqu’on tape rang(199). Lequel ?

� �
1 def rang(A) :
2 n = 0
3 u = 120
4 while u < A :
5 u = 0.4*u+120
6 n = n + 1
7 return n� �

� �
1 def rang(A) :
2 n = 0
3 u = 120
4 while u < A :
5 u = 0.4*u+120
6 n = n + 1
7 return u� �

� �
1 def rang(A) :
2 n = 0
3 u = 120
4 while u > A :
5 u = 0.4*u+120
6 n = n + 1
7 return n� �
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�
�	I (4 points) Soit 𝑘 ∈ ℕ⋆. On définit les fonctions 𝑓𝑘 sur ℝ, par :

𝑓𝑘(𝑥) = 𝑥2

𝑘
− 𝑥

On a représenté ci-dessous le graphe des fonctions 𝑓𝑘 pour certaines valeurs de 𝑘.
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1. Montrer que le tableau de variation de 𝑓𝑘 est donné par :
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2. Comme le montre le graphique ci-dessus les sommets des paraboles semblent alignés sur
une même droite 𝒟. Quelle serait l’équation de cette droite ?

3. Démontrer cette conjecture.
4. L’une des courbe représentée est celle de 𝑓𝑘0

. Déterminer en justifiant la valeur de 𝑘0.
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II (5 points) Soit 𝑓 définie sur ℝ par 𝑓(𝑥) = 𝑥e2𝑥 − 𝑥2 − 𝑥.
1. On introduit la fonction 𝑔 définie sur ℝ par :

𝑔(𝑥) = (e2𝑥 − 1)(2𝑥 + 1)

Dresser le tableau de signe de 𝑔.
2. Montrer que pour tout 𝑥 ∈ ℝ, 𝑓 ′(𝑥) = 𝑔(𝑥), et en déduire le tableau de variations de 𝑓.
3. Déterminer l’équation réduite de la tangente 𝑇 à 𝒞𝑓 au point d’abscisse 1.
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III (4 points) On considère la suite (𝑢𝑛) définie par 𝑢0 = 1 et pour tout entier naturel 𝑛 :

𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛 − 𝑛2 + 2𝑛 + 1)

Démontrer par récurrence que pour tout 𝑛 ∈ ℕ : 𝑢𝑛 = 2𝑛 + 𝑛2.�� �
IV (7 points)
On considère une suite (𝑢𝑛) définie par 𝑢0 = 115
et la relation de récurrence suivante pour 𝑛 ∈ ℕ

𝑢𝑛+1 = 0, 3𝑢𝑛 + 140

On note 𝑓 la fonction affine donnée par

𝑓(𝑥) = 0, 3𝑥 + 140

On a donc pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛).

1. Sur le graphique ci-dessous, le graphe de la
fonction 𝑓 est représenté ainsi que celui de la
droite d’équation 𝑦 = 𝑥.
Représentez sur l’axe des abscisses et sans
faire de calcul les termes 𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 de
(𝑢𝑛).
Emmètre une conjecture sur les variations et
la limite éventuelle de (𝑢𝑛).
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2. (a) Démontrer par récurrence que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, on a

𝑢𝑛+1 ≥ 𝑢𝑛

(b) En déduire les variations de (𝑢𝑛).
3. (a) On considère la suite (𝑣𝑛) définie pour tout entier naturel 𝑛 par 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 200.

Montrer que (𝑣𝑛) est une suite géométrique dont on précisera la raison.

(b) Exprimer, pour tout entier naturel 𝑛, 𝑣𝑛 en fonction de 𝑛.
(c) En déduire pour tout entier naturel 𝑛, l’expression explicite de la suite (𝑢𝑛).
(d) Déterminer la limite de la suite (𝑢𝑛).

4. On cherche à faire un algorithme qui affiche le rang à partir duquel on a 𝑢𝑛 ≥ 199. Un
seul des algorithmes ci-dessous renvoie le bon résultat lorsqu’on tape rang(199). Lequel ?
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1 def rang(A) :
2 n = 0
3 u = 120
4 while u < A :
5 u = 0.4*u+120
6 n = n + 1
7 return n� �
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1 def rang(A) :
2 n = 0
3 u = 120
4 while u > A :
5 u = 0.4*u+120
6 n = n + 1
7 return n� �


