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@ (6 points) La population d’une espece en voie de disparition est surveillée de pres dans
une réserve naturelle.

Les conditions climatiques ainsi que le braconnage font que cette population diminue de 20 %
chaque année.

Afin de compenser ces pertes, on réintroduit dans la réserve 100 individus a la fin de chaque
année.

On souhaite étudier 1’évolution de l'effectif de cette population au cours du temps. Pour cela,
on modélise I'effectif de la population de 'espece par la suite (u,,) ot u,, représente U'effectif de
la population au début de 'année 2020 + n.

On admet que pour tout entier naturel n, u, > 0.

Au début de I'année 2020, la population étudiée compte 2000 individus, ainsi u, = 2 000.

1. Justifier que la suite (u,,) vérifie la relation de récurrence :

Uy, = 0,8u,, +100.

Correction :

Chaque année, la population diminue de 20%, donc elle est multipliée par 1—0,2 =
0,8. A cette diminution s’ajoutent 100 individus réintroduits en fin d’année. Ainsi,
au début de I’année suivante (u,, ), on a :

Uy = 0,8 X u,, + 100

2. Calculer u; puis u,.
Correction :

u; = 0,8 x 2000 + 100 = 1600 + 100 = 1700
Uy = 0,8 x 1700 + 100 = 1360 + 100 = 1460

3. On considere la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n par v,, = u,, — 500.

(a) Montrer que la suite (v,,) est géométrique.

Correction :

Pour tout n € N :

Vpyq = Uy — 900
= (0, 8u,, + 100) — 500
=0, 8u,, — 400
=0, 8(u,, —500)
=0, 8v,



Donc (v,,) est géométrique de raison g = 0,8 avec
vy = Uy — 900 = 2000 — 500 = 1500.

(b) En déduire que, pour tout entier naturel n, u, = 500 (1+ 3 x 0,8™).

Correction :

(v,,) est géométrique donc par propriété pour tout n € N :
v, =y X ¢" = 1500 x 0, 8"
Ainsi :

u, = v, + 500
= 1500 x 0, 8™ + 500
=500 x (3 x0,8"+1)
= 500(1+3 x 0,8")

(c) Déterminer la limite de la suite (u,,). En donner une interprétation dans le contexte
de cet exercice.

Correction :

On a —1 < 0,8 < 1, donc par théoreme lim 0,8" = 0.

n—+oo
Alors par produit et somme on obtient :

lim w, = 500(1+ 3 x 0) = 500
n—+oo

Interprétation : A long terme, la population se stabilisera autour de 500 indi-
vidus malgré les réintroductions annuelles de 100 individus.

@ (3 points) On empile des allumettes de la fagon indiquée sur la figure.
On note v,, le nombre d’allumettes sur la neme rangée. On a donc v; = 3.

1. Etablir une relation de récurrence et déterminer la nature de la suite (v,,).

Correction :

En observant la figure :
e Rangée 1 : 3 allumettes
e Rangée 2 : 7 allumettes
e Rangée 3 : 9 allumettes

On constate qu’on ajoute 4 allumettes a chaque nouvelle rangée. Donc pour tout
n>1:
Vpi1 =, +4

(v,,) est une suite arithmétique de raison r = 4 avec v; = 3.



2. Ecrire v,, en fonction de n.
Correction :
Pour une suite arithmétique, pour tout n > 1: v, =v; + (n — 1)r

v,=34+4n—1)=4n—1

3. Quel est le nombre d’allumettes nécessaires pour faire un empilement de 40 rangées 7

Correction :
Le nombre total d’allumettes pour n rangées est :
Sn :Ul+U2—|—"'+Un

et (v,,) est une suite arithmétique donc par théoreme :

1
Sn = 5(”1 +Un> xXn

Pour n =50 :

Usg =4 x50 —1 =199
~ 202 x50 20200
2 4

1
S50 = 5(3+199) x 50 = 5050

I1 faut 5050 allumettes.

@ (3 points) Une suite (u,,) est définie pour tout entier naturel n par :

{UO — 2 u
. n
un-i—l - 3Un + 1

1
1. Montrer que la suite (v,,) définie pour n € N par v,, = — est arithmétique.
n

Correction :

Pour tout n € N ot w,, # 0 :

Up+1




N =

Donc (v,,) est arithmétique de raison r = 3 et de premier terme v, =
Uo

2. Déterminer alors (v,,) puis (u,,) en fonction de n.

Correction :
Par propriété des suites arithmétiques : v,, = vy + nr = 3 + 3n. Donc :

1 2

1
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n 3 k
w50
k=0 4
C’est-a-dire )
3 3 3\"
—14+(2 2 (2
Sn +<4>+(4> - +(4>

1. Donner une expression de .S,, en fonction de n.

Correction :
On a la somme des n+ 1 premiers termes d'une suite géométrique de premier terme

1 et de raison ¢ = %, donc par théoreme :
1— qn-i-l 1— (

- I, [1 - (Z)]
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Sn =

2. Déterminer lim S,,.
n—-+00

Correction :

3 n+1
Comme—1<%<1, ona lim ( ) = 0. Donc :
n—-+oo

lim S, =4(1—0) =4

n—-+oo

@ (4 points) On considere la fonction f définie pour > —3 par
2% + 4z —3
o) ==—F5—

1. On considere la suite (u,,) définie par u, = 3 et, pour tout entier naturel n, w, ; =

fluy,).



(a) Sur la figure, en utilisant la courbe € et la droite D, représentez sur I’axe des abscisses
les termes ug, u; et u,.

(b) Quelle conjecture pouvez faire sur les variations et la limite de la suite (u,,) ?
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Correction :

Méthode graphique :

e uy = 1,5 sur 'axe des abscisses. Alors u; = f(ug), et on reporte sur
I’axe des abscisses avec D).

e Méme méthode pour u, a partir de u;.

Conjecture : La suite (u,,) semble croissante et lim wu,, = +o0.
n—+00

(a) Pour x > —3, déterminer la fonction dérivée f’ de la fonction f.

Correction :

On utilise la formule de dérivée d’un quotient : Pour = > —3 :

fla) = (4 +4)(z +3) — (222 + 4z —3) x 1
(z+3)?
4?4+ 122+ 4r+12-222 —4r+3 227 +12x 415
B (z + 3)2  (z+3)?




(b) Soit T la tangente a € au point d’abscisse 0. Déterminer 1’équation de T puis la
tracer sur le graphique.

Correction :
Ona7 :y=f(0)(z—0)+ f(0)
avec f(0) :%3:—1 et f/(0) :Ezg

Donc



