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DS N2 . Tos 1t/

(7 points)

On considere la fonction f définie sur [1 ; 4o0[ par

1. Montrer que f est croissante sur [1 ; +ool.

Correction :

Pour x € [1; +00[, on a 3z — 2 > 0 donc f est dérivable sur [1;+oo] et :

.3
=)= 23r — 2

Comme 3z —2 > 0 sur [1;+o0], on a f'(x) > 0 sur [1;+o0].
Donc f est strictement croissante sur [1; +oo.

On définit pour tout n entier naturel, la suite (u,,) par u, ; = f (u,) et uy = —6.

2. (a) Démontrer par récurrence que, pour tout n entier naturel :

2< Uy, <u, <6

n

Correction :

Initialisation (n = 0) : On a uy, = 6 et uy = f(6) = V3 x6—2 =+/16 = 4. Donc 2 < u; <

uy < 6 : la propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : Soit k € N. Supposons que < uy,; < u;, < 6 et montrons 2 < uy, 5 < Uy <

On a :
2 Uy Sup <6
donc  f(2) < f(upyq) < f(uy,) < f(6) (car f croissante sur [1; +00[)
donc 2 < Upyo Sup g <4
donc 2 < Upyo SUp ;<6

L’hérédité est démontrée.

Conclusion : Par récurrence, pour tout n € N : 2 < wu,, ; <wu, <6.

n

(b) En déduire que la suite (u,,) converge vers une limite notée £.

Correction :

D’apres la question précédente, (u,,) est décroissante et minorée par 2.
Donc, par théoréme de convergence monotone, (u,,) converge vers une limite ¢ > 2.

3. Démontrer que la limite ¢ satisfait ’équation :

0?2 =30—-2



Correction :
OnapourneN:u, ; = f(u,) =+/3u, —2.

n

En élevant au carré : u2,; = 3u,, — 2.
Comme (u,,) converge vers £, on déduit par produit des limites lim u? = Iz

n—-+0oo
Et d’autre part, par produit et somme : lim 3u, —2 =3¢ —2.
n—-+oo
Ainsi, on a
02 =30-2.

4. En déduire la valeur de /.

Correction :

On résout :

P=3—-2=0*-30+2=0
<~ ({—1)({—2)=0 (1 et 2 sont racines évidentes)
—fl=1oul=2.

Comme ¢ > 2 (car (u,,) est minorée par 2), on a ¢ = 2.

5. On considere la fonction rang écrite ci-dessous en langage Python.
On rappelle que sqrt(x) renvoie la racine carrée du nombre z.

from math import *

1

2

3 def rang(a)

4 u==6

5 n=0

6 while u > = a :

7 sqrt(3*u - 2)
8 n = nt+l

9

u

return n

(a) Pourquoi peut-on affirmer que rang(2.000001) renvoie une valeur ?

Correction :

La suite (u,,) converge vers 2 en décroissant. Donc pour tout € > 0, il existe un rang N a partir
duquel u,, <2 +e¢.

Ici, a = 2.000001 = 2 +10~%. Comme (u,,) converge vers 2, il existe un rang N tel que pour tout
n > N, u, < 2.000001.

Donc la boucle while s’arréte et la fonction renvoie n.

(b) Pour quelles valeurs du parameétre a 'instruction rang(a) renvoie-t-elle un résultat ?

Correction :

La fonction rang(a) renvoie un résultatla boucle while et qu’elle s’arréte.

Pour sortir : Il faut qu’il existe un rang n tel que u,, < a.

Comme (u,,) est décroissante et converge vers 2 par valeurs supérieures ou égales a 2, on a u,, > 2
pour tout n.

Donc :

e Sia > 2, alors il existe un rang N tel que uy < a (car (u,,) converge vers 2). La fonction
renvoie une valeur.



e Sia < 2, alors u,, > 2 > a pour tout n, donc la boucle ne s’arréte jamais. La fonction ne
renvoie pas de résultat (ou boucle indéfiniment).

Conclusion : rang(a) renvoie un résultat si et seulement si a €]2; +o0].

@ (4 points) On considére la suite (u,,) définie par u, = 3 et, pour tout entier naturel n,

1 2
Upt1 = glUn T30 +3
1. Calculer .
Correction :
1 2
u1:§><3+§ x0+3=14+0+3=4.

2. Démontrer par récurrence que pour tout n € N :

n<wu,<n+5

Correction :

Initialisation (n =0) : On a u, = 3 et 0 < 3 < 5. La propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : Soit £ € N. Supposons que k < u,, < k+ 5 et montrons k+ 1 < wuy ; < k+6.

Ona:
k<uy <k+5
1 1 1 . 1
Donc §k <§uk < g(k: +5) (par produit par 3> 0)
Donc 1k—i—gk—i—3<1u +gk+3<1(k’+5)+gk+3 (par somme de 2k—i—S)
3" T3 N3 T3S 3 P 3
14
Donc k+3<uk+1<k+§

14
Ork+1<k+3et k+§<k+6.

Donc k+1 < uy,q < k+ 6, ce qui démontre I’hérédité.
Conclusion : Pour tout n € N, n < u,, <n+ 5.

3. En déduire la limite de (u,,).

Correction :

On a pour tout n € N : n < u, <n+5.

On a lim n = 400, donc, par théoreme de comparaison, lim wu, = +oc.
n—-+o00 n—+00

4. Déterminer la limite de (u—”>
n

Correction :

En reprenant l'inégalité précédente et en divisant par n > 0 (pour n > 1), on a :

5
n 142,

1< —=
n n



5
Or liril 1+ — =1 donc, d’apres le théoréeme des gendarmes :
n—+o0o n

lim =2 =1.
n—+o0o0 N

1
(2 points) Soit (u,,) une suite définie pour n € N par w,, | = —iu% et uy = —1.
On admettra (simple démonstration par récurrence) que pour tout n € N, on a —1 < u,, <0.

1. Etudier les variations de (u,,).

Correction :

Pour n € N, on étudie le signe de u,, . ; —u

Or, d’apres I’énoncé, —1 < u,, < 0, donc :
e —u, >0 (car u, <0)

! +1>1><(1)+1 Lo
o —1U Z = — = —
2" 2 2

Donc par produit, u,, . ; —u, > 0, ce qui signifie que la suite (u,,) est croissante.
2. Que peut-on en déduire quant & la convergence de la suite (u,,).

Correction :

La suite (u,,) est croissante et majorée par 0 (car u,, < 0 pour tout n).
Donc, par théoréme de convergence monotone, (u,,) converge vers une limite ¢ < 0.

(1 point) L’affirmation suivante est-elle vraie ou fausse. (Vous justifierez votre réponse).

sinn

La suite définie pour n € N* par u,, = est divergente.

Correction :

L’affirmation est fausse.
En effet, pour tout n € N*, on a :

1 sinn 1
n n n
1 1
Or lim —— =0et lim — =0.
n——+oo n n—+oo n
Donc, d’apres le théoreme des gendarmes :
sinn
lim =0.

n—+oo M

La suite (u,,) est donc convergente (vers 0), et non divergente.

Si dans I’exercice 1, on choisit uy = 5 que dire alors sur la suite (u,,) ? Un dessin avec la fonction f serait
certainement le bienvenu...



Correction :

Dessin :

H
S
=
=
S
S
(e
M -+
(U8

On observe la convergence en escalier vers le point fixe 3.
2 3

Etude du cas u, = 3

On a f(x) = v/3x — 2 définie sur [1;4o0].
Comportement :

e Siug = 2, la suite est constante égale a 3.

Si ug > 2, la suite est décroissante et converge vers 3 (cas de 'exercice 1 avec u, = 8).
e S5il <wuy < 2,la suite est croissante et converge vers 3.
e Siuy =1, la suite est constante égale a 1.

e Siu, < 1, la suite n’est pas définie car f n’est pas définie pour z < 1.
3
Ici, ug = > €]1;2[, donc la suite est croissante et converge vers 2.

Démonstration : Montrons par récurrence que u,, < ,,; < 2 pour tout n € N.
Initialisation (n = 0) : ok
Hérédité : Supposons que u;, < vy, < 2. Comme f est croissante sur [1;+oo[, on a :

flug) < fluggr) < f(2)

soit
Upyr S Upyo < 2.
L’hérédité est démontrée.
Conclusion : (u,) est croissante et majorée par 2, donc elle converge vers ¢ < 2. Par passage a la limite
dans u,, ., = f(u,), on obtient £ =2 (car £ > uy > 1).



